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Term Spé Maths  DM 2    29/11/2024             Gr. Thiaude P. 
 

Exercice 1   Suite de Héron d’Alexandrie 
 

Soit (ݑ) la suite définie par ݑ = 1  et, pour tout ݊ entier naturel :  
 

ାଵݑ =
1
2
൬ݑ +

2
ݑ
൰ 

 

On note ݂ la fonction définie sur ࣞ = ]0; +∞[ par :  
 

(ݔ)݂ =
1
2
൬ݔ +

2
ݔ
൰ 

 

1. Calculer ݑଵ et ݑଶ.  

2. On admet que ݂ est dérivable sur ࣞ. Calculer ݂′(ݔ), en étudier le signe, 
donner le sens de variation de ݂ sur [√2; +∞[. 
 

3. a.  Calculer ݂൫√2൯. 
b.  Démontrer par récurence que, pour tout ݊ ∈ ℕ∗, on a : ݑ ⩾ √2. 
 

4. a.  Démontrer que pour tout ݔ ⩾ √2, on a : ݂(ݔ) ⩽  .ݔ
 

b.  En déduire que la suite (ݑ) est décroissante à partir du rang 1. 
 

5. Montrer que (ݑ) est convergente, justifier que sa limite ℓ est strictement 
positive puis déterminer la valeur de ℓ. 
 

6. a.  Montrer que, pour tout ݊ ∈ ℕ : 

ାଵݑ − √2 =
൫ݑ − √2൯

ଶ

ݑ2
 

b.  En déduire que, pour tout ݊ ∈ ℕ∗ : 

หݑାଵ − √2ห ⩽
√2
4

× หݑ − √2ห
ଶ
 

Cette dernière inégalité explique la convergence particulièrement rapide de 
 .vers sa limite (ݑ)
  

Exercice 2   Intersection d’une droite et d’un plan 
 

On munit l’espace d’un repère. 
On note ࣪ le plan d’équation : −4ݔ + ݕ7 + ݖ3 = 14, ࣞ est droite passant par 

;1−;2)ܧ 1) et de vecteur directeur ݑሬ⃗ ൭
1
2
3
൱. Montrer que ࣞ et ࣪ sont sécants, 

préciser les coordonnées de leur point d’intersection.  
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Corrigé 
Exercice 1   Suite de Héron d’Alexandrie 
 

࢛ =   et  ∀ ∈ ℕ,࢛ା =

൬࢛ +


࢛
൰ 

fonction définie sur ऎ  ࢌ =]; +∞[ par : (࢞)ࢌ =

൬࢞ +


 ൰࢞

 

  
 

1. Calculer ࢛ et ࢛.  

ଵݑ =
1
2 ൬ݑ +

2
ݑ
൰ =

1
2 ൬2 +

2
2൰ =

1
2

(2 + 1) =

 

ଶݑ =
1
2 ൬ݑଵ +

2
ଵݑ
൰ =

1
2
ቌ

3
2 +

2
3
2
ቍ =

1
2 ൬

3
2 +

4
3൰ =

1
2 ×

9 + 8
6 =

ૠ
 

2. On admet que ࢌ est dérivable sur ऎ. Calculer (࢞)′ࢌ, en étudier le signe, donner le sens de variation 
de ࢌ sur [√; +∞[. 

(ݔ)݂ =
1
2 ൬ݔ +

2
 ൰ݔ

Rappel ∶ ᇱ(ݑ݇) = ݇ × ᇱݑ        ቀ
ݑ
ቁݒ

ᇱ
=
ݒᇱݑ − ݑᇱݒ

ଶݒ      

݂ᇱ(ݔ) =
1
2 × ቆ1 +

−(ݔ)0 1(2)
²ݔ

ቇ 

݂ᇱ(ݔ) =
1
2 ൬1 −

2
 ଶ൰ݔ

݂ᇱ(ݔ) =
1
2 ×

ଶݔ − 2
ଶݔ  

݂ᇱ(ݔ) =
ଶݔ − 2

ଶݔ2  

݂ᇱ(ݔ) =
²ݔ − ൫√2൯

ଶ

²ݔ2
 

݂ᇱ(ݔ) =
ݔ) + ݔ)(2√ − √2)

²ݔ2
 

Un carré est toujours positif ou nul et 2 > 0 donc ݂′(ݔ) est du signe de son numérateur  
൫ݔ + √2൯൫ݔ − √2൯. 
Si ݔ ⩾ √2, alors ݔ − √2 ⩾ 0 et ݔ + √2 > 0 donc ݂ᇱ(ݔ) ⩾ 0 
 

Conclusion  
;est croissante sur [√ ࢌ +∞[. 
 

3. a.  Calculer ࢌ൫√൯. 

      ݂൫√2൯ =
1
2 ൬√2 +

2
√2
൰ =

1
2 ×

൫√2൯
ଶ

+ 2
√2

=
4

2√2
=

2
√2

=
2√2

൫√2൯
ଶ =

2√2
2 = √2 

൫√൯ࢌ   = √ 
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b.  Démontrer par récurence que, pour tout  ∈ ℕ∗, on a : ࢛ ⩾ √. 
 

  Pour tout ݊ ∈ ℕ∗ on considère la poposition ܲ : « ݑ ⩾ √2 ». 
 

  • initialisation 

ଵݑ   = 
ଷ
ଶ

 = 1,5  et √2 ≈ 1,414 donc ݑଵ ⩾ √2 : ଵܲ est vraie 
 

  • hérédité 
  Supposons vraie ܲ : « ݑ ⩾ √2 » pour un certain entier naturel ݇ (hypothèse de récurrence) 
  et montrons que ܲାଵ : « ݑାଵ ⩾ √2 «  est vraie. 
  On a : ݑ ⩾ √2    (hypothèse de récurrence) 

  Or, ݂ est croissante sur [√2 ; +∞[ donc conserve le sens de la relation d’ordre sur cet intervalle, 
  par conséquent : ݂(ݑ) ⩾ ݂(√2). 
 

  Or, ݂(ݑ) = ାଵ  et  ݂൫√2൯ݑ = √2 donc : ݑାଵ ⩾ √2 donc ܲାଵest donc vraie. 
 

  Conclusion 
  Il résulte des deux points précédents et du principe de récurrence que : ∀݊ ∈ ℕ∗ , ܲ  est vraie, 
  autrement dit : ∀ ∈ ℕ∗,࢛ ⩾ √. 
   

4. a.  Démontrer que pour tout ࢞ ⩾ √ on a : (࢞)ࢌ ⩽  .࢞
  Soit ݔ ⩾ √2, on a : 

−(ݔ)݂ ݔ =
1
2 ൬ݔ +

2
൰ݔ − ݔ =

ଶݔ + 2
ݔ2 −

ଶݔ2

ݔ2 =
ଶݔ− + 2

ݔ2 =
൫√2൯

ଶ
− ଶݔ

ݔ2 =
൫√2− ൯൫√2ݔ + ൯ݔ

ݔ2  

  Or ݔ ⩾ √2, donc : 0 ⩾ √2− autrement dit : √2 ݔ − ݔ ⩽ 0, et comme √2 + ݔet 2 ݔ > 0 on en  
  déduit que : ݂(ݔ)− ݔ ⩽ 0, autrement dit : ݂(ݔ) ⩽  .ݔ
 

  Conclusion : 
  Pour tout ࢞ ⩾ √, on a : (࢞)ࢌ ⩽  .࢞
 

b.  En déduire que la suite (࢛) est décroissante à partir du rang . 
  Soit ݊ ∈ ℕ∗, on a : ݑାଵ = ݑ or ,(ݑ)݂ ⩾ √2 et pour ݔ ⩾ (ݔ)݂ ,2√ ⩽ (ݑ)݂ donc ݔ ⩽   ,ݑ
  c’est-à-dire : ݑାଵ ⩽   .ݑ
    Conclusion :  ∀݊ ∈ ℕ∗, ݑାଵ ⩽  .est décroissante à partir du rang  (࢛)  doncݑ
 

5. Montrer que (࢛) est convergente et déterminer sa limite. 
On a montré que, à partir du rang 1 : la suite (ݑ) est décroissante et est minorée par √2, 
donc d’après le théorème de convergence monotone elle est convergente. 
Notons ℓ sa limite et rappelons que, pour tout ݊ ∈ ℕ, on a : 

ାଵݑ =
1
2 ൬ݑ +

2
ݑ
൰   (∗) 

On a d’une part : lim
→ାஶ

(݊ + 1) = +∞ donc  lim
→ାஶ

ݑ =  lim
ே→ାஶ

ேݑ = +∞ 
d’autre part  il résulte des règles de calculs sur les limites que : 

lim
→ାஶ


1
2 ൬ݑ +

2
ݑ
൰൨ =

1
2 ൬ℓ +

2
ℓ൰ 

Par passage à la limite de l’égalité (∗) on a : 

ℓ =
1
2 ൬ℓ +

2
ℓ൰ ⇔ 2ℓ = ℓ +

2
ℓ ⇔ ℓ =

2
ℓ ⇔ ℓ² = 2 ⇔ ℓ = ℓ  ݑ  2√− = √2 

Or, ℓ > 0, donc र = √. 
 

6. a.  Montrer que, pour tout  ∈ ℕ : 

ା࢛ − √ =
൫࢛ − √൯



࢛
 

  Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 
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൫ݑ − √2൯
ଶ

ݑ2
=
ଶݑ − ݑ2 × √2 + (√2)²

ݑ2
=
ଶݑ + 2− ݑ2 × √2

ݑ2
=
ଶݑ + 2

ݑ2
−

ݑ2 × √2
ݑ2

 

=
1
2 ×

ଶݑ + 2
ݑ

−
2√2

2 =
1
2ቆ

ଶݑ

ݑ
+

2
ݑ
ቇ − √2 =

1
2 ൬ݑ +

2
ݑ
൰ − √2 = ାଵݑ − √2 

 

  Conclusion : 

∀ ∈ ℕ,࢛ା − √ =
൫࢛ − √൯



࢛
 

 
b.  En déduire que, pour tout  ∈ ℕ∗ : 

ห࢛ା − √ห ⩽
√
 × ห࢛ − √ห


 

  Soit ݊ ∈ ℕ∗. 
  On a vu en 3.b. que : ݑ ⩾ √2, d’où en multipliant par 2 > ݑ2 : 0 ⩾ 2√2,  
  puis en prenant l’inverse : 

1
ݑ2

⩽
1

2√2
 

  enfin, en multiplinat par ൫ݑ − √2൯
ଶ
⩾ 0 :  

൫ݑ − √2൯
ଶ

ݑ2
⩽
൫ݑ − √2൯

ଶ

2√2
 

  Or,  

ାଵݑ − √2 =
൫ݑ − √2൯

ଶ

ݑ2
 

  donc : 

ାଵݑ − √2 ⩽
൫ݑ − √2൯

ଶ

2√2
  

⇔ ାଵݑ − √2 ⩽
1

2√2
൫ݑ − √2൯

ଶ
  (∗) 

  
  Rappelons que si ܽ ⩾ 0, alors |ܽ| = ܽ, or ݑାଵ − √2  et ݑ − √2 sont positifs ou nuls donc (∗)   
  s’écrit : 

หݑାଵ − √2ห ⩽
1

2√2
หݑ − √2ห

ଶ
 

⇔ หݑାଵ − √2ห ⩽
√2

2൫√2൯
ଶ หݑ − √2ห

ଶ
 

⇔ หݑାଵ − √2ห ⩽
√2
4
หݑ − √2ห

ଶ
 

  Conclusion : 
∀   ∈ ℕ∗, on a : 

ห࢛ା − √ห ⩽
√

ห࢛ − √ห
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Exercice 2   Intersection d’une droite et d’un plan 
On munit l’espace d’un repère. 
On note च le plan d’équation : −࢞+ ૠ࢟ + ࢠ = , ऎ est droite passant par ࡱ(;−;) et de vecteur 

directeur ࢛ሬሬ⃗ ൭



൱. Montrer que ऎ et च sont sécants, préciser les coordonnées de leur point d’intersection. 

 
Une représenttaion paramétrique de ࣞ est :  

൝
ݔ = 2 + ߣ
ݕ = −1 + ߣ2
ݖ = 1 + ߣ3

ߣ)    ∈ ℝ) 

Dire que ݔ)ܯ; ;ݕ (ݖ ∈ ࣞ et à ࣪ revient à dire qu’il existe ߣ ∈ ℝ tel que : ൞

ݔ = 2 + ߣ
ݕ = −1 + ߣ2
ݖ = 1 + ߣ3

ݔ4− + ݕ7 + ݖ3 = 14

 

On a les équivalences : 

൞

ݔ = 2 + ߣ
ݕ = −1 + ߣ2
ݖ = 1 + ߣ3
ݔ4− + ݕ7 + ݖ3 = 14

⇔ ൞

ݔ = 2 + ߣ
ݕ = −1 + ߣ2
ݖ = 1 + ߣ3
−4(2 + (ߣ + 7(−1 + (ߣ2 + 3(1 + (ߣ3 = 14

 

⇔ ൞

ଵܮ
ଶܮ
ଷܮ

−8 − ߣ4 − 7 + ߣ14 + 3 + ߣ9 = 14

⇔

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ ଵܮ

 
ଶܮ

 
ଷܮ

 
ߣ19 = 26

⇔

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
ݔ⎧ = 2 +

26
19

ݕ = −1 + 2 ൬
26
19൰

ݖ = 1 + 3 ൬
26
19൰

ߣ =
26
19

 

⇔

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
ݔ⎧ =

38
19 +

26
19

ݕ =
−19
19 +

52
19

ݖ =
19
19 +

78
19

ߣ =
26
19

⇔

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
ݔ⎧ =

64
19

ݕ =
33
19

ݖ =
97
19

ߣ =
26
19

 

 
Il existe donc un et un seul point commun à ࣞ et ࣪, ses coordonnées sont :  
 

൬

ૢ ;


ૢ ;

ૢૠ
ૢ൰ 

 
La droite ऎ et les le plan च sont donc sécants, en ce point. 
  


